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Determiniertheit und grofe Kardinalzahlen

Research over the past two decades has revealed a connection between large cardinal axioms ( axioms of Set
Theory which go beyond the basic axioms of ZFC ( and properties of definable sets of real numbers. The
intermediary between large cardinals and the real line is the principle of determinacy, stating the existence of
winning strategies in infinite games on natural numbers. On the one hand, this principle has been used as a basis for
the study of definable sets of reals. On the other hand, it is known to be closely connected to large cardinal axioms.

While at the Wissenschaftskolleg, | propose to conduct research exploiting the connection between large cardinals
and determinacy, to the benefit of both subjects. | plan to work with Ronald B. Jensen (Humboldt University, Berlin)
and my co-Fellow Martin Zeman, who are both experts on large cardinals, and with my co-Fellow John Steel, who
is an expert on both large cardinals and determinacy.
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Set Theory, Infinite Games, and Strong Axioms

Die Mathematiker denken Gber die Welt nach, indem sie Theoreme beweisen; das heift, sie kommen durch eine
sorgfaltige, schrittweise Ableitung von einfachen, grundlegenden Prinzipien zu Ergebnissen, die von Interesse sind.
Mein Ziel ist es, lhnen mit meinem Vortrag anhand von Beispielen erstens einen Eindruck zu vermitteln, wie man
das macht; und zweitens mochte ich Sie ganz informell mit meinem spezifischen Thema, der Mengenlehre, vertraut
machen.

Die Mengenlehre hat ihren Ursprung in einem Werk tber unendliche Mengen von Georg Cantor im spaten 19.
Jahrhundert. Prazise definierte Cantor den Begriff der Machtigkeit (die Anzahl der Elemente einer Menge), der
sowohl fur endliche als auch fur unendliche Mengen gilt, und zog die Moglichkeit in Erwagung, dass nicht alle
unendlichen Mengen von der gleichen Machtigkeit sind. Ich méchte meinen Vortrag mit der Definition Cantors
beginnen, einige Beispiele unendlicher Mengen darlegen und Cantors berihmtes Theorem von der Machtigkeit des
Kontinuums und dessen Beweis erklaren. (Ich mochte die Behauptung des Theorems hier nicht weiter ausfuhren,
damit es spannend bleibt.) Von dort aus mochte ich weiter zum Begriff der Kardinalitat. Schlieflich mochte ich in
diesem Teil des Vortrags die elementaren Einbettungen im Mengenuniversum erortern, die allerdings nur in
Anwesenheit von Mengen sehr hoher Machtigkeit vorkommen konnen. Diese Machtigkeiten, die man grofte
Kardinalzahlen nennt, liegen besonders weit weg von den naturlichen Zahlen.

Im zweiten Teil des Vortrags befasse ich mich mit unendlichen Spielen mit naturlichen Zahlen. Auch in diesem Teil
mochte ich Thnen einen Beweis prasentieren. Ich werde beweisen, dass bestimmte unendliche Spiele determiniert
sind, das heift, einer der Spieler im Spiel hat eine Strategie, die garantiert gegen alle Spiele des Gegenspielers
gewinnt. Die Existenz solcher Strategien ist eine konkrete Behauptung Uber Mengen naturlicher Zahlen.

Scheinbar haben die grofen Kardinalzahlen des ersten Teils nichts mit den konkreten Behauptungen zur Existenz
von Gewinnstrategien in Spielen mit naturlichen Zahlen zu tun. Aber es zeigt sich, dass die beiden Themen auf eine
komplexe Weise miteinander verknupft sind, und dies ist der Ausgangspunkt meiner eigenen Arbeit.
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